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PIC-ìåòîä � îáùàÿ ñõåìà
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Äèíàìèêà ÷àñòèö â PIC-ìåòîäå

Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö,

ò.å èõ èìïóëüñû, ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

d xi
dt

= Vi ,
d Pi

dt
= −E (xi , t), Vi =

Pi√
1 + P2

i

, 1 ≤ i ≤ Mp.

Ïðè ýòîì ñèëà E (xi , t), äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, îïðåäåëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû äëÿ ôóíêöèè E (x , t),
çàäàííîé â öåíòðàõ ÿ÷ååê ck , 1 ≤ k ≤ Mg . Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷åíèÿ

E (ck , t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà φ(x , t),
óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ :

− ∂2φ(x , t)

∂x2
= 1− N(x , t), E (x , t) = − ∂φ(x , t)

∂x
.

Òàêèì îáðàçîì, PIC-ìåòîä (ìåòîä ÷àñòèö â ÿ÷åéêå) � ýòî êîìáèíàöèÿ

ëàãðàíæåâîé ïðîöåäóðû äëÿ äèíàìèêè ÷àñòèö è ýéëåðîâîé ïðîöåäóðû

òèïà îáû÷íîãî ìåòîäà ñåòîê äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ .
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Ñáîðêà çàðÿäà â PIC-ìåòîäå

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîöåäóðà ½ñáîðêà çàðÿäà� (particle

deposition), êîãäà â ìîìåíò âðåìåíè t ïî èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì

÷àñòèö xi , 1 ≤ i ≤ Mp, âû÷èñëÿåòñÿ ïëîòíîñòü N(x , t) â öåíòðàõ ÿ÷ååê
ck , 1 ≤ k ≤ Mg .

Åñëè çàäàíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ W (x), îïðåäåëÿþùàÿ
êîíêðåòíûé ñïîñîá ñáîðêè çàðÿäà, òî â öåíòðàõ ÿ÷ååê ck ïëîòíîñòü

çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N(ck , t) =
1

hg

Mp∑
i=1

qiW (ck − xi ),

ãäå ÷àñòèöû ñ êîîðäèíàòàìè xi èìåþò çàðÿäû qi .

Îáëàñòü ïîêðûòà ðàâíîìåðíîé ñåòêîé èç öåíòðîâ ÿ÷ååê ðàçìåðà hg ,
çàðÿä êàæäîé ÷àñòèöû ðàâåí qi = hg/l , l � ïàðàìåòð. Ïðè öåëîì l ýòî
÷èñëî ìîæíî ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö â ÿ÷åéêå.
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Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû è èõ ïîãðåøíîñòè � CIC

Ìåòîä CIC

WCIC (x) =

{
1− |x |/hg , ïðè |x | ≤ hg ,
0, èíà÷å.

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà CIC ïðè hg ≪ 1

ERRCIC = max
ck ,t

|N̂(ck , t)− NCIC (ck , t)| ≤
1

4l2Nmin
≡ O(l−2).
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Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû è èõ ïîãðåøíîñòè � TSC

Ìåòîä TSC

WTSC (x) =



3

4
−

(
x

hg

)2

, ïðè |x | ≤ hg/2,

1

2

(
3

2
− |x |

hg

)2

, ïðè hg/2 ≤ |x | ≤ 3hg/2,

0, èíà÷å,

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà TSC ïðè hg ≪ 1

ERRTSC = max
ck ,t

|N̂(ck , t)− NTSC (ck , t)| ≤
1

12l3N2
min

≡ O(l−3).

Å.Â.×èæîíêîâ (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò) 03 äåêàáðÿ 2025 6 / 26



Êîððåêöèÿ ïîòåíöèàëà è ñèëû � TSC

Ïóñòü ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì 1 íàõîäèòñÿ â òî÷êå ck = 0, à øàã ñåòêè äëÿ

ïðîñòîòû hg = 1, òîãäà çàðÿä ýòîé ÷àñòèöû ðàñïðåäåëèòñÿ ïî ñåòêå

N(0) =
3

4
, N(±1) =

1

8
.

Ýòî � èçâåñòíûé ýôôåêò ¾ðàñïëûâàíèÿ¿ çàðÿäà.

Ñ öåëüþ êîððåêöèè ïîòåíöèàëà (ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà)

íåîáõîäèìî ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

φ∗
k−1 + 6φ∗

k + φ∗
k+1

8
= φk , 1 ≤ k ≤ Mg − 1, φ∗

0 = φ∗
Mg

.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïðîâîâîäèòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñèëû E (xi ),
äåéñòâóþùåé íà êàæäóþ ÷àñòèöó, òàê êàê òàì òàêæå èñïîëüçóåòñÿ

èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ WTSC (x).
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Äðóãèå ïîãðåøíîñòè - ñðàâíåíèå (τ = O(hg))

ìåòîä CIC ìåòîä TSC

xi ,Vi ,Pi O(τ2) O(τ4)

φ O(h2g ) O(h4g )

E O(h2g ) O(h4g ).

Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû è ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìåòîäà TSC

ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò àíàëîãè÷íûå ïàðàìåòðû ìåòîäà CIC, ïîýòîìó

â ìíîãîìåðíûõ ðàñ÷åòàõ ìåòîä TSC ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ.
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Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà � óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ëåíãìþðîâñêèõ êîëåáàíèé â õîëîäíîé

ïëàçìå:

∂P

∂t
+
∂γ

∂x
+E = 0,

∂E

∂t
+V

∂E

∂x
−V = 0, γ =

√
1 + P2, V =

P

γ
(1)

ãäå P, V � èìïóëüñ è ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ, γ � ôàêòîð Ëîðåíöà, E �

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, x è t � îáåçðàçìåðåííûå êîîðäèíàòû ïî

ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî. Ê ñèñòåìå (1) îáû÷íî

äîáàâëÿþò óðàâíåíèå

N(x , t) = 1− ∂E (x , t)

∂x
, (2)

õàðàêòåðèçóþùåå áåçðàçìåðíóþ ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ.
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Ýòàëîííàÿ çàäà÷à � íà÷àëüíûå äàííûå

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü â ïîëóïëîñêîñòè {(x , t) : x ∈ R, t > 0}
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P(x , 0) = P0(x), E (x , 0) = E0(x), x ∈ R. (3)

Âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3) ñëåäóþùåãî âèäà:

P0(x) = −β x exp

{
−2

x2

ρ2∗

}
, E0(x) = 0. (4)

Ïîäîáíûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü â ðàçðåæåííîé ïëàçìå ïðè

ðàñïðîñòðàíåíèè êîðîòêîãî ìîùíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà, òîãäà

âåëè÷èíû β è ρ∗ îïðåäåëÿþòñÿ äëèòåëüíîñòüþ, àìïëèòóäîé è

øèðèíîé èìïóëüñà.
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Ýòàëîííàÿ çàäà÷à � ÷àñòíûé ñëó÷àé

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè èìïóëüñà P â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè. ×àñòíûé ñëó÷àé: âñòðå÷íîå äâèæåíèå ÷àñòèö.
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Ýòàëîííàÿ çàäà÷à � ñâîéñòâà

Èç ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèé (1) ñëåäóåò

2γ(x0, t) + E 2(x0, t) = 2γ(x0, 0) + E 2(x0, 0) = C1(x0) ≥ 2 (5)

âäîëü õàðàêòåðèñòèêè, ñòàðòóþùåé èç òî÷êè x0, ïîýòîìó ñàìî ðåøåíèå

îñòàåòñÿ âñåãäà îãðàíè÷åííûì.

Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûïîëíåíèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ

äàííûõ óñëîâèÿ

C1(x0) ̸= const. (6)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ âî âðåìåíè

(ñì. ññûëêè íèæå).

Ðîçàíîâà Î.Ñ., ×èæîíêîâ Å.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ îäíîé
ãèïåðáîëè÷åñêîé çàäà÷è // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. 2020.

Rozanova O.S., Chizhonkov E.V. On the conditions for the breaking of

oscillations in a cold plasma // ZAMP. 2021.
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Ýòàëîííàÿ çàäà÷à � ñâîéñòâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå (3) ïðèíàäëåæàò êëàññó C 2(R) è
(6) âûïîëíåíî. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà x0, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

K−
(
P ′
0(x0)

)2
+ 2E ′

0(x0)− 1 ≥ 0, K− = 8/C 3
1 (x0),

òî ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (3) â òå÷åíèå êîíå÷íîãî âðåìåíè,

íå ïðåâûøàþùåãî ïåðèîä êîëåáàíèÿ T (x0) ≥ 2π, îáðàùàþòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü.

Âûïîëíåíèå äëÿ âñåõ x óñëîâèÿ(
P ′
0(x)

)2
+ 2E ′

0(x)− 1 < 0 (7)

îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå â

òå÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà T (x)/4 íà êàæäîé õàðàêòåðèñòèêå, òî åñòü

äî ìîìåíòà âðåìåíè t∗ = min
x∈R

T (x)/4, t∗ ≥ π/2.

Å.Â.×èæîíêîâ (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò) 03 äåêàáðÿ 2025 13 / 26



Ýòàëîííàÿ çàäà÷à � ñâîéñòâà

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðåçóëüòàò î íåñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî âî

âðåìåíè ðåøåíèÿ, à èìåííî: ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) ó ëþáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè (1), (3), ÿâëÿþùåãîñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì ãëàäêèì

îòêëîíåíèåì îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ P = E = 0, ïðîèçâîäíûå
ðåøåíèÿ â òå÷åíèå êîíå÷íîãî âðåìåíè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Åñëè óñëîâèå (6) íå âûïîëíåíî, â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí êðèòåðèé îáðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé çà êîíå÷íîå âðåìÿ è

ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âîëíû.

Òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè îò

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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Ýòàëîííîå ðåøåíèå � ïðîäîëæåííàÿ ñèñòåìà

Äîïîëíèì èìåþùóþñÿ ïîñòàíîâêó (1), (3) äëÿ ôóíêöèé P(x , t) è
E (x , t) çàäà÷åé äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ:

Q(x , t) =
∂P(x , t)

∂x
, D(x , t) =

∂E (x , t)

∂x
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì

∂Q

∂t
+V

∂Q

∂x
= −D − Q2

(1 + P2)3/2
,

∂D

∂t
+V

∂D

∂x
= (1−D)

Q

(1 + P2)3/2
.

(8)

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ôóíêöèé Q è D îïðåäåëÿþòñÿ èç (3):

Q(x , t = 0) = P ′
0(x), D(x , t = 0) = E ′

0(x), x ∈ R.
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Ýòàëîííîå ðåøåíèå � ÷èñëåííûé àëãîðèòì

Â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ òðàåêòîðèÿ êàæäîé ÷àñòèöû

õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé y è

ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ R(y , t), êîòîðûå ñîâìåñòíî îïðåäåëÿþò ýéëåðîâó

êîîðäèíàòó x(y , t), ò.å. ìåñòîíàõîæäåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t,

x(y , t) = y + R(y , t).

Ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) è (8), ïåðåïèñàííûå â ëàãðàíæåâûõ

ïåðåìåííûõ, ðàñïàäàþòñÿ íà íåçàâèñèìûå áëîêè (ïî ÷åòûðå ÎÄÓ â

êàæäîì), åñëè èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ R è

ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E â ïëîñêîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. ññûëêó)

R(y , t) = E (x , t) ≡ E (y + R(y , t), t).

Ðîçàíîâà Î.Ñ., ×èæîíêîâ Å.Â. Îá àíàëèòè÷åñêîì è ÷èñëåííîì ðåøåíèè

îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé õîëîäíîé ïëàçìû // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.

ôèç. 2021.
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Èëëþñòðàöèÿ ê Òåîðåìå 1

F1 � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ), F2 � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ãëàäêîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).

Ïàðàìåòðû: ρ∗ = 4, β = 0.908761.
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t
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Äèíàìèêà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè

Ìàêñèìàëüíîå ïî îáëàñòè çíà÷åíèå Nmax (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), çíà÷åíèå

íà îñè ñèììåòðèè îáëàñòè Naxis (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).

Ïàðàìåòðû: ρ∗ = 4, β = 0.908761.
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Ïëîòíîñòü � ïåðâûé îñåâîé ìàêñèìóì

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ N â

ìîìåíò âðåìåíè t = 1.6. Ýëåêòðîíû ïðèáëèçèëèñü ê îñè x = 0.
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Ïëîòíîñòü � ïåðâûé îñåâîé ìèíèìóì

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ N â

ìîìåíò âðåìåíè t = 4.7. Ýëåêòðîíû óäàëèëèñü îò îñè x = 0.
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Ïëîòíîñòü � âòîðîé îñåâîé ìàêñèìóì

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ N â

ìîìåíò âðåìåíè t = 7.9. Ýëåêòðîíû ïðèáëèçèëèñü ê îñè x = 0.
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Ïëîòíîñòü � òðåòèé îñåâîé ìàêñèìóì

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ N â

ìîìåíò âðåìåíè t = 14.1. Íàêàíóíå ïðîèçîøëî ïåðåñå÷åíèå

òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ìåòîäå CIC: terr = 13.510222..., xerr = ±0.3 · 10−7.

Îøèáêà â ìåòîäå CIC !!!
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Ýôôåêò îïðîêèäûâàíèÿ êîëåáàíèé: xbr = ±0.10329...

Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è èìïóëüñà P (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) â ìîìåíò

îïðîêèäûâàíèÿ tbr = 15.0222... Ïîäîáëàñòü x ≥ 0.
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Ïîãðåøíîñòè ïëîòíîñòè CIC è TSC ïðè x = 0

Äèíàìèêà ïîãðåøíîñòè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ïðè x = 0: äëÿ
âàðèàíòà CIC � ERRCIC (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), äëÿ âàðèàíòà TSC

� ERRTSC (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).
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Òðàíñëÿöèÿ îøèáîê è ëîæíîå ïåðåñå÷åíèå òðàåêòîðèé

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàçìåðîâ ñåòêè hg ≪ 1 è ïðè ñðåäíåì

êîëè÷åñòâå l ÷àñòèö â ÿ÷åéêå ìîæíî îöåíèòü ìîìåíò âðåìåíè

ëîæíîãî ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè îñåâîãî

ìàêñèìóìà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè.

ERR(N) → ERR(φ) → ERR(E ) → ERR(x) → ERR(N)

tkrit,CIC ≈ 2
√
l ≈ 9, ïðè l = 20, τ = hg = 0.4 · 10−3.

tkrit,TSC ≈ l
√

12Nmin ≈ 40, ïðè l = 16, τ = hg = 10−3.
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Ìåòîä TSC ëó÷øå ìåòîäà CIC

ÂÛÂÎÄÛ:

ñòàíäàðòíîå òåñòèðîâàíèå íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ

íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ïðàâèëüíûõ âûâîäîâ èç ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ;

çà ïðîñòîòó, íàãëÿäíîñòü è ôèçè÷åñêóþ åñòåñòâåííîñòü

PIC-ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ ðàñïëà÷èâàòüñÿ áîëüøèìè

âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè ïðè íåâûñîêîé òî÷íîñòè;

áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ìåòîäà TSC ïîçâîëÿþò

ìîäåëèðîâàòü ýôôåêò îïðîêèäûâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ êîëåáàíèé

íà íåáîëüøîì âðåìåííîì èíòåðâàëå; íà îñíîâå íàèáîëåå

ïîïóëÿðíîãî ìåòîäà CIC ýòî ïðîäåëàòü ïîêà íå óäàëîñü;

ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ëåæàùåé â îñíîâå ìåòîäà PIC, åñòü êóäà

ðàçâèâàòüñÿ.

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!!!

Å.Â.×èæîíêîâ (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò) 03 äåêàáðÿ 2025 26 / 26


